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ГИПЕРБОЛО-ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
В ОБОБЩЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ЛЕБЕГА
Исследовано смешанную задачу для некоторой гиперболо-параболичес-
кой системы в неограниченной области. Получены условия на коэффициенты
системы и начальные данные, что гарантируют однозначную разрешимость
такой задачи в обобщенных пространствах Лебега.
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Введение.
В настоящей работе рассматривается вопрос о существова-
нии, а также и единственности решения начально-краевой зада-
чи для некоторой полулинейной гиперболо-параболической систе-
мы уравнений в частных производных. Наша цель – построение
классов однозначной разрешимости такой задачи в неограничен-
ной цилиндрической области. Система содержит два уравнения:
гиперболическое уравнение третьего порядка и параболическое
уравнение второго порядка. Нелинейную часть системы состав-
ляют степени неизвестных функций, причем показатели этих сте-
пеней зависят от пространственных переменных. Поэтому зада-
ча исследуется в специальных для этого случая функциональ-
ных пространствах, а именно в обобщенных пространствах Лебе-
га ([1]).
Смешанные задачи для нелинейных гиперболических урав-
нений третьего порядка рассматривались в работах [2]-[5].
Некоторые задачи для гиперболо-параболических систем ис-
следовано в [6], [7].
1. Функционально-аналитическая постановка
задачи.
Пусть Ω – неограниченная область в Rn с границей ∂Ω ∈
C1, n ∈ N; Ω =
⋃
R∈N
ΩR, где ΩR = Ω ∩ {x ∈ Rn : |x| ≤ R} −
ограниченная область в Rn, регулярная по Кальдерону ([8], с. 45)
для каждого R ∈ N. Обозначим Qτ = Ω×(0, τ), Q
R
τ = Ω
R×(0, τ),
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Ωτ = QT ∩{t = τ}, Ω
R
τ = Q
R
T ∩{t = τ}, 0 ≤ τ ≤ T , ST = ∂Ω×(0, T ),
SRT = ∂Ω
R × (0, T ).
Пусть H10 (Ω
R) означает семейство всех измеримых на ΩR и
равных нулю на ∂ΩR функций, которые вместе со своими произ-
водными первого порядка принадлежат пространству L2(ΩR).
Под Lp(x)(ΩR) понимаем обобщенное пространство Лебега
([1]), то есть пространство измеримых на ΩR функций u, кото-
рые удовлетворяют условию
∫
ΩR
|u|p(x)dx < +∞. Норма в этом
пространстве задается по формуле
||u;Lp(x)(ΩR)|| = inf
{
λ > 0 :
∫
ΩR
|u/λ|p(x)dx ≤ 1
}
.
Введем также пространства
H10,loc(Ω) = {u : u ∈ H
1
0 (Ω
R) для всех R ∈ N},
L
p(x)
loc (Ω) = {u : u ∈ L
p(x)(ΩR) для всех R ∈ N},
L
p(x)
loc (QT ) = {u : u ∈ L
p(x)(QRT ) для всех R ∈ N}, p ∈ L
∞(ΩR).
С целью упрощения записи обозначим
V (ΩR) = H10 (Ω
R) ∩ Lp0(x)(ΩR) ∩ Lp1(x)(ΩR) ∩ Lq(x)(ΩR),
V (QRT ) = H
1
0 (Q
R
T ) ∩ L
p0(x)(QRT ) ∩ L
p1(x)(QRT ) ∩ L
q(x)(QRT ).
Рассмотрим в области QT систему уравнений
A˜1(u, v) ≡ utt −
n∑
i,j=1
(aij(x, t)utxi)xj −
n∑
i,j=1
(bij(x, t)uxi)xj−
−
n∑
i,j=1
(b1ij(x, t)vxi)xj +
n∑
i=1
Ci(x, t)uxi + C0(x, t)ut+
+ +
n∑
i=1
C1i (x, t)vxig1(x, t)|u|
p0(x)−2u+
+h(x, t)|ut|
p1(x)−2ut = f1(x, t, u, v),
A˜2(u, v) ≡ vt −
n∑
i,j=1
(a1ij(x, t)vxi)xj −
n∑
i,j=1
(cij(x, t)uxi)xj+
+
n∑
i=1
Ai(x, t)vxi +
n∑
i=1
Bi(x, t)uxi+
+g2(x, t)|v|
q(x)−2v = f2(x, t, u, v)
(1)
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с граничными
u
∣∣∣∣∣
ST
= v
∣∣∣∣∣
ST
= 0 (2)
и начальными
u
∣∣∣∣∣
t=0
= u0(x), ut
∣∣∣∣∣
t=0
= u1(x), v
∣∣∣∣∣
t=0
= v0(x), x ∈ Ω (3)
условиями.
Предполагаем, что коэффициенты системы удовлетворяют
условиям:
(A): aij, a1ij, Ai ∈ L
∞(QT ) i, j ∈ {1, ..., n};
aij(x, t) = aji(x, t), a
1
ij(x, t) = a
1
j i(x, t) почти всюду в QT ;
n∑
i,j=1
aij(x, t)ξiξj ≥ a0|ξ|
2, a0 > 0 для всех ξ ∈ R
n и почти всех
(x, t) ∈ QT ;
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)ηiηj ≥ a
1
0|η|
2, a10 > 0 для всех η ∈ R
n и почти всех
(x, t) ∈ QT ;
(B): bij, bij t, b1ij, Bi ∈ L
∞(QT ), i, j ∈ {1, ..., n};
bij(x, t) = bji(x, t), b
1
ij(x, t) = b
1
j i(x, t) почти всюду в QT ;
n∑
i,j=1
bij(x, t)ξiξj ≥ b0|ξ|
2, b0 > 0 для всех ξ ∈ R
n и почти всех
(x, t) ∈ QT ;
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)ηiηj ≥ b
1
0|η|
2, b10 > 0 для всех η ∈ R
n и почти всех
(x, t) ∈ QT ;
(C): cij, C0, Ci, C1i ∈ L
∞(QT ), i, j ∈ {1, ..., n};
n∑
i,j=1
cij(x, t)ξiξj ≥ c0|ξ|
2, c0 > 0 для всех ξ ∈ R
n и почти всех
(x, t) ∈ QT ; C0 ≥ c˜0, c˜0 ∈ R.
(GH): g1, g1t, g2, h ∈ L∞(QT );
g1(x, t) ≥ γ1 > 0, g2(x, t) ≥ γ2 > 0, g2t ≥ γ
1
2 > 0, h(x, t) ≥
h0 > 0 почти всюду в QT ;
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(PQ): pj, q : Ω → (1,+∞), pj, q ∈ L∞(Ω),
1<pj=ess inf
Ω
pj(x) ≤ pj(x) ≤ ess sup
Ω
pj(x)=p̂j < +∞, j=0, 1,
1 < q = ess inf
Ω
q(x) ≤ q(x) ≤ ess sup
Ω
q(x) = q̂ < +∞.
(F): fi : Ω× [0, T ]× R× R → R, i=1, 2;
функции fi(·, ·, y1, y2) измеримые вQT для всех (y1, y2) ∈ R
2;
функцииfi(x,t,·,·)непрерывныев R
2дляпочтивсех(x, t)∈QT ;
|fi(x, t, y1, y2)| ≤ di(x, t) + ai(x, t)|y1|
α(x)|y2|
βi(x),
где α, βi : Ω → [0,+∞), α, βi ∈ L
∞(Ω),
0 ≤ α = ess inf
Ω
α(x) ≤ α(x) ≤ ess sup
Ω
α(x) = α̂ < +∞,
di ∈ L
2(QT ), ai ∈ L
∞(QT ), i = 1, 2.
Определение 1. Обобщенным решением задачи (1)-(3) назовем
пару функций (u, v),
u ∈ L∞(0, T ;H10,loc(Ω) ∩ L
p0(x)
loc (Ω)) ∩ C([0, T ];H
1
0,loc(Ω)),
ut ∈ L
2(0, T ;H10,loc(Ω)) ∩ L
p1(x)
loc (QT ) ∩ C([0, T ];L
2
loc(Ω)),
v ∈ L2(0, T ;H10,loc(Ω)) ∩ L
q(x)
loc (QT ) ∩ C([0, T ];L
2
loc(Ω)),
которая удовлетворяет интегральным равенствам
∫
ΩT
utw dx−
∫
Ω0
u1(x)w dx+
∫
QT
[
−utwt +
n∑
i,j=1
aij(x, t)utxiwxj+
+
n∑
i,j=1
bij(x, t)uxiwxj+
+
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)vxiwxj +
n∑
i=1
Ci(x, t)uxiw+
+C0(x, t)utw +
n∑
i=1
C1i (x, t)vxiw + g1(x, t)|u|
p0(x)−2uw+
+h(x, t)|ut|
p1(x)−2utw
]
dx dt =
∫
QT
f1(x, t, u, v)wdx dt,
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∫
ΩT
vw˜ dx−
∫
Ω0
v0(x)w˜ dx +
∫
QT
[
−vw˜t +
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)vxiw˜xj+
+
n∑
i,j=1
cij(x, t)uxiw˜xj +
n∑
i=1
Ai(x, t)vxiw˜ +
n∑
i=1
Bi(x, t)uxiw˜+
+g2(x, t)|v|
q(x)−2vw˜
]
dx dt =
∫
QT
f2(x, t, u, v)w˜ dx dt
с произвольными функциями w, w˜ ∈ C1([0, T ];C∞0 (Ω)), а также
условию u(x, 0) = u0(x).
2. Существование и единственность решения
в случае ограниченной области.
Фиксируем произвольное R ∈ N. В области QRT рассматрива-
ем начально-краевую задачу
A˜1(u, v) = f
R
1 (x, t),
A˜2(u, v) = f
R
2 (x, t), (x, t) ∈ Q
R
T (4)
u(x, 0) = uR0 (x), ut(x, 0) = u
R
1 (x), v(x, 0) = v
R
0 (x), x ∈ Ω
R (5)
uR|SR
T
= vR|SR
T
= 0, (6)
где
fRi (x, t) =
{
fi(x, t), (x, t) ∈ Q
R
T ,
0, (x, t) ∈ QT \Q
R
T ,
i = 1, 2, uR0 (x) = u0(x)ξ(x), u
R
1 (x) = u1(x)ξ(x), v
R
0 (x) = v0(x)ξ(x),
ξ ∈ C2(Rn), ξ(x) = 1, если |x| 6 R − 1, ξ(x) = 0, если |x| > R,
0 6 ξ(x) 6 1, если x ∈ Rn.
Определение 2. Пару функций (uR, vR), которая удовлетво-
ряет включениям
uR ∈ L∞(0, T ;H10(Ω
R) ∩ Lp0(x)(ΩR)) ∩ C([0, T ];H10(Ω
R)),
uRt ∈ L
2(0, T ;H10(Ω
R)) ∩ Lp1(x)(QRT ) ∩ C([0, T ];L
2(ΩR)),
vR ∈ L2(0, T ;H10(Ω
R)) ∩ Lq(x)(QRT ) ∩ C([0, T ];L
2(ΩR)),
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условию uR(x, 0) = uR0 (x), а также интегральным равенствам∫
ΩR
T
uRt w dx−
∫
ΩR0
uR1 (x)w dx+
∫
QR
T
[
−uRt wt +
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
R
txi
wxj+
+
n∑
i,j=1
bij(x, t)u
R
xi
wxj +
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)v
R
xi
wxj +
n∑
i=1
Ci(x, t)u
R
xi
w+
+C0(x, t)u
R
t w +
n∑
i=1
C1i (x, t)v
R
xi
w+
+g1(x, t)|u
R|p0(x)−2uRw + h(x, t)|uRt |
p1(x)−2uRt w
]
dx dt =
=
∫
QR
T
f1(x, t, u
R, vR)w dx dt,
∫
ΩR
T
vRw˜ dx−
∫
ΩR0
vR0 (x)w˜ dx +
∫
QR
T
[
−vRw˜t +
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v
R
xi
w˜xj+
+
n∑
i,j=1
cij(x, t)u
R
xi
w˜xj +
n∑
i=1
Ai(x, t)v
R
xi
w˜ +
n∑
i=1
Bi(x, t)u
R
xi
w˜+
+g2(x, t)|v
R|q(x)−2vRw˜
]
dx dt =
∫
QR
T
f2(x, t, u
R, vR)w˜ dx dt
с произвольными функциями w, w˜ ∈ V (QRT ), wt, w˜t ∈ L
2(QRT ),
называем обобщенным решением задачи (4)-(6).
Теорема 1. Пусть выполнены условия (A), (B), (C), (GH),
(PQ), (F), а также условия:
1) p0 > 2, p1 > 2;
2) α̂ ≤ min
{
p0
2
, ess inf
Ω
p0(x)(q(x)− 1)
q(x)
}
, для каждого x ∈ Ω
β1(x) =
q(x)(p0(x)− 2α(x))
2p0(x)
,
β2(x) =
q(x)(p0(x)− α(x))
p0(x)
− 1;
3) uR0 ∈ H
1
0 (Ω
R) ∩ Lp0(x)(ΩR), uR1 ∈ L
2(ΩR) ∩ Lp1(x)(ΩR), vR0 ∈
L2(ΩR) ∩ Lq(x)(ΩR).
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Тогда задача (4)-(6) имеет обобщенное решение. Если кроме это-
го p̂0 ≤
2n
n−2
− ε для n > 2, где ε ∈
(
0, 1
n−1
)
, и p̂0 – любое
конечное число в случае n ≤ 2, тогда найденное решение будет
единственным.
Доказательство. Используем метод Фаэдо-Галеркина. Пусть s
- наименьшее натуральное число, для которого выполняется вло-
жение V (ΩR) ⊂ Hs0(Ω
R). Рассмотрим ортонормированную в
L2(ΩR) систему всех собственных функций задачи
(u, v)Hs0(ΩR) = λ(u, v)L2(ΩR), где (7)
(·, ·)Hs0(ΩR), (·, ·)L2(ΩR) - скалярные произведения в пространствах
Hs0(Ω
R) и L2(ΩR) соответственно. Приближенное решение задачи
(4)-(6) будем искать в виде uN(x, t) =
N∑
k=1
CNk (t)ϕ
k(x), vN(x, t) =
N∑
l=1
ZNl (t)ψ
l(x), где ϕk, ψl - собственных функций задачи (7), а
коэффициенты CNk , Z
N
l , k, l = 1, N определяются из задачи Коши∫
ΩR
[
uNttϕ
k +
∑n
i,j=1 aij(x, t)u
N
txi
ϕkxj +
∑n
i,j=1 bij(x, t)u
N
xi
ϕkxj+
+
∑n
i,j=1 b
1
ij(x, t)v
N
xi
ϕkxj +
∑n
i=1 Ci(x, t)u
N
xi
ϕk+
+C0(x, t)u
N
t ϕ
k+
+
n∑
i=1
C1i (x, t)v
N
xi
ϕk + g1(x, t)|u
N |p0(x)−2uNϕk+
+h(x, t)|uNt |
p1(x)−2uNt ϕ
k − f1(x, t, u
N , vN)ϕk
]
dx = 0,
(8)
∫
ΩR
[
vNt ψ
l +
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v
N
xi
ψlxj +
n∑
i,j=1
cij(x, t)u
N
xi
ψlxj+
+
∑n
i=1Ai(x, t)v
N
xi
ψl +
∑n
i=1Bi(x, t)u
N
xi
ψl+
+g2(x, t)|v
N |q(x)−2vNψl − f2(x, t, u
N , vN)ψl
]
dx = 0,
(9)
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CNk (0) = u
R,N
0,k , C
N
kt(0) = u
R,N
1,k , где
uR,N0 (x) =
N∑
k=1
uR,N0,k ϕ
k(x), uR,N1 (x) =
N∑
k=1
uR,N1,k ϕ
k(x) и
‖uR,N0 − u
N
0 ‖H10 (ΩR)∩Lp0(x)(ΩR) → 0,
‖uR,N1 − u
R
1 ‖L2(ΩR)∩Lp1(x)(ΩR) → 0;
(10)
ZNl (0) = v
R,N
0,l , v
R,N
0 (x) =
∑N
l=1 v
R,N
0,l ψ
l(x),
‖vR,N0 − v
R
0 ‖L2(ΩR)∩Lq(x)(ΩR) → 0.
(11)
На основании теоремы Каратеодори ([9], с. 54) и оценок, по-
лученных ниже, задача (8)-(11) имеет единственное решение –
пару функций (CNk , Z
N
l ) – на всем интервале [0, T ].
Умножим уравнение (8) на CNkte
−ηt, просуммируем по k от 1
до N и проинтегрируем по t от 0 до τ , τ ∈ (0, T ]. Уравнение (9)
умножим на ZNl e
−ηt, просуммируем по l от 1 до N и проинтегри-
руем по t от 0 до τ , τ ∈ (0, T ]. Получим∫
QRτ
[
uNtt u
N
t +
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
N
txi
uNtxj+
n∑
i,j=1
bij(x, t)u
N
xi
uNtxj+
+
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)v
N
xi
uNtxj +
n∑
i=1
Ci(x, t)u
N
xi
uNt + C0(x, t)|u
N
t |
2+
+
n∑
i=1
C1i (x, t)v
N
xi
uNt + g1(x, t)|u
N |p0(x)−2uNuNt +
+h(x, t)|uNt |
p1(x) − f1(x, t, u
N , vN)uNt
]
e−ηt dx dt = 0,
(12)
∫
QRτ
[
vNt v
N +
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v
N
xi
vNxj +
n∑
i,j=1
cij(x, t)u
N
xi
vNxj+
+
n∑
i=1
Ai(x, t)v
N
xi
vN +
n∑
i=1
Bi(x, t)u
N
xi
vN+
+g2(x, t)|v
N |q(x) − f2(x, t, u
N , vN)vN
]
e−ηt dx dt = 0.
(13)
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Учитывая условия теоремы, оценим каждое слагаемое из (12),
(13):
I111 :=
∫
QRτ
uNttu
N
t e
−ηt dx dt =
1
2
∫
ΩRτ
|uNt |
2e−ητ dx−
−
1
2
∫
ΩR0
|uR,N1 |
2 dx+
η
2
∫
QRτ
|uNt |
2e−ηt dx dt;
I112 :=
∫
QRτ
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
N
txi
uNtxje
−ηt dx dt ≥ a0
∫
QRτ
|∇uNt |
2e−ηt dx dt;
I113 :=
∫
QRτ
n∑
i,j=1
bij(x, t)u
N
xi
uNtxje
−ηt dx dt ≥
b0
2
∫
ΩRτ
|∇uN |2e−ητ dx−
−
b1
2
∫
ΩR0
|∇uR,N0 |
2 dx+
(
ηb0
2
−
b2
2
) ∫
QRτ
|∇uN |2e−ηt dx dt,
где
b1 = nmax
i,j
ess sup
Ω
|bij(x, 0)|, b2 = nmax
i,j
ess sup
QT
|bijt(x, t)|;
I114 :=
∫
QRτ
∑n
i,j=1 b
1
ij(x, t)v
N
xi
uNtxje
−ηt dx dt ≥
≥ −
b11
2
∫
QRτ
(
|∇vN |2
δ1
+ δ1|∇u
N
t |
2
)
e−ηt dx dt,
где
b11 = nmax
i,j
ess sup
QT
|b1ij(x, t)|, δ1 > 0;
I115 :=
∫
QRτ
∑n
i=1 Ci(x, t)u
N
xi
uNt e
−ηt dx dt ≥
≥ −1
2
∫
QRτ
(c1|∇u
N |2 + |uNt |
2)e−ηt dx dt, c1 = ess sup
QT
n∑
i=1
|Ci(x, t)|
2 ;
I116 :=
∫
QRτ
C0(x, t)|u
N
t |
2e−ηt dx dt ≥ c˜0
∫
QRτ
|uNt |
2e−ηt dx dt;
I117 :=
∫
QRτ
∑n
i=1 C
1
i (x, t)v
N
xi
uNt e
−ηt dx dt ≥
≥ −1
2
∫
QRτ
(
c11δ2|∇v
N |2 +
|uNt |
2
δ2
)
e−ηt dx dt,
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где
δ2 > 0, c
1
1 = ess sup
QT
n∑
i=1
|C1i (x, t)|
2;
I118 :=
∫
QRτ
g1(x, t)|u
N |p0(x)−2uNuNt e
−ηt dx dt ≥
≥ γ1
pˆ0
∫
ΩRτ
|uN |p0(x)e−ητ dx−
−
γ0
p¯0
∫
ΩR0
|uR,N0 |
p0(x) dx+
(
ηγ1
pˆ0
−
γ3
p¯0
) ∫
QRτ
|uN |p0(x)e−ηt dx dt,
где
γ0 = ess sup
Ω
|g1(x, 0)|, γ3 = ess sup
QT
|g1t(x, t)|;
I119 :=
∫
QRτ
h(x, t)|uNt |
p1(x)e−ηt dx dt ≥ h0
∫
QRτ
|uNt |
p1(x)e−ηt dx dt;
I1110 :=
∫
QRτ
f1(x, t, u
N , vN)uNt e
−ηt dx dt ≤
∫
QRτ
(
1
2
|d1(x, t)|
2+
+
a˜1 + 1
2
|uNt |
2 +
a˜1α̂δ
1−p̂0/2α
3
p0
|uN |p0(x)+
+ a˜1(p̂0−2α)δ3
2p0
|vN |q(x)e−ηt
)
dx dt, δ3 > 0, a˜1 = ess supQT |a1(x, t)|;
I121 :=
∫
QRτ
vNt v
Ne−ηt dx dt = 1
2
∫
ΩRτ
|vN |2e−ητ dx−
−1
2
∫
ΩR0
|vR,N0 |
2 dx + η
2
∫
QRτ
|vN |2e−ηt dx dt;
I122 :=
∫
QRτ
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v
N
xi
vNxje
−ηt dx dt ≥ a10
∫
QRτ
|∇vN |2e−ηt dx dt;
I123 :=
∫
QRτ
∑n
i,j=1 cij(x, t)u
N
xi
vNxje
−ηt dx dt ≥
≥ − c3
2
∫
QRτ
(
|∇uN |2
δ4
+ δ4|∇v
N |2
)
e−ηt dx dt,
где
δ4 > 0, c3 = nmax
i,j
ess sup
QT
|cij(x, t)|;
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I124 :=
∫
QRτ
∑n
i=1Ai(x, t)v
N
xi
vNe−ηt dx dt ≥
≥ −1
2
∫
QRτ
(
a1δ5|∇v
N |2 + |v
N |2
δ5
)
e−ηt dx dt,
δ5 > 0, a1 = ess supQT
∑n
i=1 |Ai(x, t)|
2;
I125 :=
∫
QRτ
∑n
i=1Bi(x, t)u
N
xi
vNe−ηt dx dt ≥
≥ −1
2
∫
QRτ
(b3|∇u
N |2 + |vN |2)e−ηt dx dt;
где
b3 = ess sup
QT
n∑
i=1
|Bi(x, t)|
2;
I126 :=
∫
QRτ
g2(x, t)|v
N |q(x)e−ηt dx dt ≥
≥ γ2
∫
QRτ
|vN |q(x)e−ηt dx dt;
I127 :=
∫
QRτ
f2(x, t, u
N , vN)vNe−ηt dx dt ≤
∫
QRτ
(
1
2
|d2(x, t)|
2+
+
1
2
|vN |2 +
a˜2α̂δ
1−p̂0/α
6
p0
|uN |p0(x) +
a˜2(p̂0 − α)δ6
p0
|vN |q(x)
)
e−ηt dx dt,
где
δ6 > 0, a˜2 = ess sup
QT
|a2(x, t)|.
Учитывая оценки для интегралов I111 −I
11
10 , I
12
1 −I
12
7 и выбирая
соответственным образом значения η, δi, i = 1, 6, имеем∫
ΩRτ
(|uNt |
2 + |∇uN |2 + |uN |p0(x)) dx ≤M1 (14)
∫
QRτ
(|∇uNt |
2 + |uNt |
2 + |∇uN |2 + |uN |p0(x) + |uNt |
p1(x)) dx dt ≤M1 (15)
∫
ΩRτ
|vN |2 dx +
∫
QRτ
(|∇vN |2 + |vN |2 + |vN |q(x)) dx dt ≤M1, (16)
где τ ∈ (0, T ] и константа M1 не зависит от N.
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Кроме этого,∫
QRτ
∣∣∣∣∣uN ∣∣p0(x)−2 uN ∣∣∣p ′0(x) dxdt ≤ ∫
QRτ
∣∣uN ∣∣p0(x) dxdt ≤M2,
∫
QRτ
∣∣∣∣∣uNt ∣∣p1(x)−2 uNt ∣∣∣p ′1(x) dxdt ≤ ∫
QRτ
∣∣uNt ∣∣p1(x) dxdt ≤M2, (17)
∫
QRτ
∣∣∣∣∣vN ∣∣q(x)−2 uN ∣∣∣q ′(x) dxdt ≤ ∫
QRτ
∣∣vN ∣∣q(x) dxdt ≤M2,
τ ∈ (0, T ] и константа M2 не зависит от N.
На основании (14)-(17) существует подпоследовательность после-
довательности {uN}N∈N (обозначения оставим прежние) такая,
что
uN → uR ∗ − слабо в L∞((0, T );H10(Ω
R) ∩ Lp0(x)(ΩR)),
uN → uR слабо в L2((0, T );H10(Ω
R)) ∩ Lp0(x)(QRτ ),
uNt → u
R
t ∗ − слабо в L
∞((0, T );L2(ΩR)),
uNt → u
R
t слабо в L
2((0, T );H10(Ω
R)) ∩ Lp1(x)(QRτ ),∣∣uN ∣∣p0(x)−2 uN → χ1 слабо в L∞(0, T ;Lp ′0(x)(ΩR)),∣∣uNt ∣∣p1(x)−2 uNt → χ2 слабо в L∞(0, T ;Lp ′1(x)(ΩR)),
uN → uR сильно в L2(QRτ ) и почти всюду в Q
R
τ ,∣∣uN ∣∣p0(x)−2 uN → ∣∣uR∣∣p0(x)−2 uR почти всюду в Qτ
при N →∞, τ ∈ (0, T ];
vN → vR ∗ − слабо в L∞((0, T );L2(ΩR)),
vN → vR слабо в L2((0, T );H10(Ω
R) ∩ Lq(x)(QRτ )),∣∣vN ∣∣q(x)−2 vN → µ слабо в L∞(0, T ;Lq ′(x)(ΩR))
если N →∞, τ ∈ (0, T ].
Рассмотрим PN - оператор ортогонального проектирования
пространства L2(ΩR) на подпространство ΦN = [φ1, ..., φN ], где
φ1, ..., φN - собственные функции задачи (7). Тогда
PN ∈ L(L
2(ΩR);L2(ΩR)), PN ∈ L(H
s
0(Ω
R);Hs0(Ω
R)),
PN ∈ L(H
−s
0 (Ω
R);H−s0 (Ω
R))
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и, кроме этого, оператор PN по норме равномерно ограничен еди-
ницей.
Пусть
A1(u
N
t ) = −
n∑
i,j=1
(aij(x, t)u
N
txi
)xj + C0(x, t)u
N
t ,
A2(u
N) = −
n∑
i,j=1
(bij(x, t)u
N
xi
)xj +
n∑
i=1
Ci(x, t)u
N
xi
,
B1(v
N) = −
n∑
i,j=1
(b1ij(x, t)v
N
xi
)xj + +
n∑
i=1
C1i (x, t)v
N
xi
,
g1N(u
N) = g1(x, t)|u
N |p0(x)−2uN , hN (u
N) =
= h(x, t)|uNt |
p1(x)−2uNt , f
1
N = f1(x, t, u
N , vN),
A3(v
N) = −
n∑
i,j=1
(a1ij(x, t)v
N
xi
)xj +
n∑
i=1
Ai(x, t)v
N
xi
,
B2(u
N) = −
n∑
i,j=1
(cij(x, t)u
N
xi
)xj +
n∑
i=1
Bi(x, t)u
N
xi
,
g2N(v
N) = g2(x, t)|v
N |q(x)−2vN , f 2N = f2(x, t, u
N , vN).
Тогда (8), (9) можно записать как
uNtt + PNA1(u
N
t ) + PNA2(u
N) +
+ PNB1(v
N) + PNg
1
N(u
N) + PNhN (u
N)− f 1N = 0,
vNt + PNA3(v
N) + PNB2(u
N) + PNg
2
N(v
N)− f 2N = 0.
Из оценок (15)-(17) имеем, что A1(u
N
t ), A2(u
N), A3(v
N), B1(v
N),
B2(u
N) ограничены в пространстве L2((0, T );H−s(ΩR)).Кроме это-
го,
||g1N(u
N)||L2((0,T );H−s(ΩR)) + ||h
1
N(u
N
t )||Lp1
′
((0,T );H−s(ΩR))
+
+ ||g2N(v
N)||
Lq
′
((0,T );H−s(ΩR))
≤ M˜1,
||f 1N ||L2((0,T );H−s(ΩR)) + ||f
2
N ||L2((0,T );H−s(ΩR)) ≤ M˜2,
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где константы M˜1, M˜2 не зависят от N, а p1
′
(x) = ess inf
Ω
p1
′
(x),
q
′
= ess inf
Ω
q
′
(x). Следовательно,
||uNtt ||Lr0((0,T );H−s(ΩR)) ≤M3, r0 = min{2, p1
′
},
||vNt ||Lr1((0,T );H−s(ΩR)) ≤M3, r1 = min{2, q
′
},
и константа M3 не зависит от N. Тогда в силу теоремы 5.1 ([10],
c.70) существует подпоследовательность последовательности
{uN}N∈N (обозначения оставим прежние) для которой
uNt → u
R
t сильно в L
2(QRτ ) и почти всюду в Q
R
τ ,
vN → vR сильно в L2(QRτ ) и почти всюду в Q
R
τ .
Поэтому∣∣uNt ∣∣p1(x)−2 uNt → ∣∣uRt ∣∣p1(x)−2 uRt почти всюду в Qτ ,
∣∣vN ∣∣q(x)−2 vN → ∣∣vR∣∣q(x)−2 vR почти всюду в Qτ при N →∞
и ввиду леммы 1.3 ([10], с. 25) χ1 = |u
R|p0(x)−2uR, χ2 = |u
R
t |
p1(x)−2uRt ,
µ = |vR|q(x)vR почти всюду в Qτ , τ ∈ (0, T ]. Кроме этого, лемма
1.2 ([10], с. 20) гарантирует, что uR ∈ C([0, T ];H−s(ΩR)), uRt , v
R ∈
C([0, T ];H−s(ΩR)), а поэтому начальные условия (5) имеют смысл.
Покажем, что (uR, vR)− обобщенное решение задачи (4)-(6).
Для этого рассмотрим следующее множества функций:
M =
⋃∞
N=1 MN ,
где MN = {η
N : ηN(x, t) =
∑N
k=1 d
N
k (t)ϕ
k(x), dNk ∈ C
1([0, T ])}
M˜ =
⋃∞
N=1 M˜N ,
где M˜N = {η˜
N : η˜N(x, t) =
∑N
k=1 d˜
N
k (t)ψ
k(x), d˜Nk ∈ C
1([0, T ])}.
Умножим равенства (8), (9) на dNk , d˜
N
k соответственно, просум-
мируем по k от 1 до N и проинтегрируем по t от 0 до τ , τ ∈ (0, T ].
Тогда, учитывая произвольность τ ∈ (0, T ] и плотность мно-
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жеств M , M˜ в пространстве V (QRT ) ([5]), получим равенства
∫
ΩR
T
uNt w dx−
∫
ΩR0
uN1 (x)w dx+
∫
QR
T
[
−uNt wt +
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
N
txi
wxj+
+
n∑
i,j=1
bij(x, t)u
N
xi
wxj +
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)v
N
xi
wxj +
n∑
i=1
Ci(x, t)u
N
xi
w+
+C0(x, t)u
N
t w +
∑n
i=1 C
1
i (x, t)v
N
xi
w + g1(x, t)|u
N |p0(x)−2uNw+
+h(x, t)|uNt |
p1(x)−2uNt w
]
dx dt =
∫
QR
T
f1(x, t, u
N , vN)w dx dt,
∫
ΩR
T
vN w˜ dx−
∫
ΩR0
vN0 (x)w˜ dx+
∫
QR
T
[
−vN w˜t +
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v
N
xi
w˜xj+
+
n∑
i,j=1
cij(x, t)u
N
xi
w˜xj +
n∑
i=1
Ai(x, t)v
N
xi
w˜ +
n∑
i=1
Bi(x, t)u
N
xi
w˜+
+g2(x, t)|v
N |q(x)−2vN w˜
]
dx dt =
∫
QR
T
f2(x, t, u
N , vN)w˜ dx dt,
для любых w, w˜ ∈ V ((QRT )), wt, w˜t ∈ L
2(QRT ).
В последней системе интегральных равенств переходим к гра-
нице, когда N → ∞. Получаем, что пара граничных функций
(uR, vR) удовлетворяет определение 1.
Единственность найденного решения докажем используя ме-
тод от противного. Предположим, что задача (4)-(6) имеет два
разных решения: (u1, v1) та (u2, v2). Тогда для пары функций
(u˜, v˜), где u˜ = u1 − u2, v˜ = v1 − v2, имеют место равенства
∫
ΩR
T
u˜tw dx+
∫
QR
T
[
−u˜twt +
n∑
i,j=1
aij(x, t)u˜txiwxj + +
+
n∑
i,j=1
bij(x, t)u˜xiwxj+
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)v˜xiwxj+
n∑
i=1
Ci(x, t)u˜xiw+
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+C0(x, t)u˜tw +
n∑
i=1
C1i (x, t)v˜xiw+
+g1(x, t)(|u
1|p0(x)−2u1 − |u2|p0(x)−2u2)w+
+h(x, t)(|u1t |
p1(x)−2u1t − |u
2
t |
p1(x)−2u2t )w
]
dx dt =
=
∫
QR
T
(f1(x, t, u
1, v1)− f1(x, t, u
2, v2))w dx dt,
(18)
∫
ΩR
T
v˜w˜ dx+
∫
QR
T
[
−v˜w˜t +
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v˜xiw˜xj+
+
n∑
i,j=1
cij(x, t)u˜xiw˜xj +
n∑
i=1
Ai(x, t)v˜xiw˜ +
n∑
i=1
Bi(x, t)u˜xiw˜+
+g2(x, t)(|v
1|q(x)−2v1 − |v2|q(x)−2v2)w˜
]
dx dt =
=
∫
QR
T
(f2(x, t, u
1, v1)− f2(x, t, u
2, v2))w˜ dx dt
(19)
с произвольными w, w˜ ∈ V, wt, w˜t ∈ L
2(QRT ).
Положим в (18) w = u˜te
−ηt, а в (19) w˜ = v˜e−ηt. Тогда оценки
первых восьми слагаемых равенства (18), а также оценки пер-
вых шести слагаемых равенства (19) аналогичные оценкам для
равенств (12), (13). Кроме этого,
∫
QR
T
h(x, t)(|u1t |
p1(x)−2u1t − |u
2
t |
p1(x)−2u2t )(u
1
t − u
2
t ) dx dt ≥ 0;
∫
QR
T
g2(x, t)(|v
1|q(x)−2v1 − |v2|q(x)−2v2)(v1 − v2) dx dt ≥ 0;
I9 ≡
∫
QR
T
g1(x, t)(|u
1|p0(x)−2 u1 − |u2|p0(x)−2 u2) (u1t − u
2
t ) e
−ηtdx dt ≤
≤ C(R)(p̂0 − 1)
∫
QR
T
|u˜|(|u1|p0(x)−2 + |u2|p0(x)−2)|u˜t| e
−ηt dx dt ≤
≤ C(R)(p̂0 − 1) rp
T∫
0
|| |u1|p0(x)−2 + |u2|p0(x)−2;Lr1(ΩR)|| ×
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× ||u˜;Lr2(ΩR)|| · ||u˜t;L
2(ΩR)|| e−ηt dt,
где числа r1 > 1, r2 > 1 выбираем с условий
1
r1
+
1
r2
=
1
2
, 1 < r1(p0(x)− 2) ≤
2n
n− 2
− ε,
ε ∈
(
0,
1
n− 1
)
, 1 < r2 ≤
2n
n− 2
.
Тогда, в силу теоремы 2.8 ([1]) и теорем вложения ([8], с. 47),
получаем
I9 ≥ −
C˜
2
∫
QR
T
[
|u˜t|
2 + |∇u˜|2
]
e−ηtdx dt.
Условие (F) гарантирует существование таких чисел Li > 0, что
|fi(x, t, u
1, v1)− fi(x, t, u
2, v2)| ≤ Li(|u˜|+ |v˜|), i = 1, 2.
Поэтому из равенств (18), (19) получаем оценку∫
ΩR
T
[
|u˜t|
2 + |v˜|2
]
e−ηTdx +
+
∫
QR
T
[
|∇u˜t|
2 + |u˜t|
2 + |∇u˜|2 + |∇v˜|2 + |v˜|2
]
e−ηtdx dt ≤ 0,
которая означает, что u˜ = 0, v˜ = 0. Теорему доказано.
3. Доказательство основного результата.
Теорема 2. Пусть коэффициенты системы (1), (2) удовлетво-
ряют условиям (A), (B), (C), (GH), (PQ), (F), выполнены
условия 1), 2) теоремы 1 и u0 ∈ H
1
0,loc(Ω) ∩ L
p0(x)
loc (Ω), u1 ∈
L2loc(Ω) ∩ L
p1(x)
loc (Ω), v0 ∈ L
2
loc(Ω) ∩ L
q(x)
loc (Ω). Тогда задача (1)-(3)
имеет обобщенное решение. Если, кроме этого, p̂0 ≤
2n
n− 2
− ε
для n > 2, где ε ∈
(
0,
1
n− 1
)
, и p̂0 – любое конечное число в
случае n ≤ 2, тогда найденое решение будет единственным.
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Доказательство. На основании теоремы 1 для каждого k ∈ {1,
2, ..} существует обобщенное решение (uk, vk) смешанной задачи
(4)-(6), где R ≡ k. Продолжим функции uk, vk нулем в области
QT \Q
k
T . Рассмотрим последовательности {u
k}k∈N, {v
k}k∈N, такие
что
∫
ΩT
uktw dx−
∫
Ω0
uk1(x)w dx+
∫
QT
[
−uktwt +
∑n
i,j=1 aij(x, t)u
k
txi
wxj+
+
n∑
i,j=1
bij(x, t)u
k
xi
wxj +
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)v
k
xi
wxj +
n∑
i=1
Ci(x, t)u
k
xi
w+
+C0(x, t)u
k
tw +
∑n
i=1 C
1
i (x, t)v
k
xi
w + g1(x, t)|u
k|p0(x)−2ukw+
+h(x, t)|ukt |
p1(x)−2uktw
]
dx dt =
∫
QT
f1(x, t, u
k, vk)w dx dt,
(20)∫
ΩT
vkw˜ dx−
∫
Ω0
vk0(x)w˜ dx+
∫
Qk
T
[
−vkw˜t +
∑n
i,j=1 a
1
ij(x, t)v
k
xi
w˜xj+
+
n∑
i,j=1
cij(x, t)u
k
xi
w˜xj +
n∑
i=1
Ai(x, t)v
k
xi
w˜ +
n∑
i=1
Bi(x, t)u
k
xi
w˜+
+g2(x, t)|v
k|q(x)−2vkw˜
]
dx dt =
∫
QT
f2(x, t, u
k, vk)w˜ dx dt
(21)
для любых w, w˜ ∈ C1([0, T ];C∞0 (Ω)).
Зафиксируем произвольное R ∈ N. Рассмотрим равенства
(20), (21) для (uk, vk), (um, vm), вычтем первое из второго и обо-
значим uk,m = uk − um, vk,m = vk − vm. Пусть w = uk,mt ϕR(x) e
−ηt,
w˜ = vk,mϕR(x) e
−ηt, где ϕ(x) = [hR(x)]
γ , γ > 2, k,m > R
hR(x, t) =
 R
2 − |x|2
R2
, 0 ≤ |x| ≤ R,
0, |x| > R.
Тогда получим равенства
∫
ΩT
|uk,mt |
2ϕR(x)e
−ηT dx+
∫
QT
[−uk,mt (u
k,m
tt − ηu
k,m
t )ϕR(x) +
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+
n∑
i,j=1
aij(x, t)u
k,m
txi [u
k,m
txj ϕR(x) + u
k,m
t ϕR,xj (x)] +
+
n∑
i,j=1
bij(x, t)u
k,m
xi
[uk,mtxj ϕR(x) + u
k,m
t ϕR,xj (x)] +
+
n∑
i,j=1
b1ij(x, t)v
k,m
xi
[uk,mtxj ϕR(x) + u
k,m
t ϕR,xj(x)] +
+
n∑
i=1
Ci(x, t)u
k,m
xi
uk,mt ϕR(x) + C0(x, t)|u
k,m
t |
2ϕR(x) +
+
n∑
i=1
C1i (x, t)v
k,m
xi
uk,mt ϕR(x) +
+ g1(x, t)(|u
k|p0(x)−2uk − |um|p0(x)−2um)(ukt − u
m
t )ϕR(x) +
+ h(x, t)(|ukt |
p1(x)−2 − |umt |
p1(x)−2umt )(u
k
t − u
m
t )ϕR(x)
]
e−ηt dx dt =
=
∫
QT
(f1(x, t, u
k, vk)− f1(x, t, u
m, vm))uk,mt ϕR(x)e
−ηt dx dt, (22)
∫
ΩT
|vk,m|2ϕR(x)e
−ηT dx +
∫
QT
[
−vk,m(vk,mt − ηv
k,m)ϕR(x) +
+
n∑
i,j=1
a1ij(x, t)v
k,m
xi
[vk,mxi ϕR(x) + v
k,mϕR,xj(x)] +
+
n∑
i,j=1
cij(x, t)u
k,m
xi
[vk,mxi ϕR(x) + v
k,mϕR,xj(x)] +
+
n∑
i=1
Ai(x, t)v
k,m
xi
vk,mϕR(x) +
n∑
i=1
Bi(x, t)u
k,m
xi
vk,mϕR(x) +
+g2(x, t)(|v
k|q(x)−2vk−|vm|q(x)−2vm)(vk−vm)ϕ(x)e−ηt
]
e−ηt dx dt =
=
∫
QT
(f2(x, t, u
k, vk)− f2(x, t, u
m, vm))vk,mϕ(x)e−ηt dx dt. (23)
Используя оценки, приведенные выше, неравенство Гельде-
ра, а также несложные преобразования, из (22), (23) получаем
оценку ∫
ΩT
[
|uk,mt |
2 + |∇uk,m|2 + |vk,m|2
]
ϕR(x)e
−ηT dx+
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+
∫
QT
[
|∇uk,mt |
2 + |uk,mt |
2 + |∇uk,m|2 + |uk,mt |
p1(x) + |uk,m|p0(x) +
+ |∇vk,m|2 + |vk,m|2 + |vk,m|q(x)
]
ϕR(x)e
−ηt dx dt ≤
≤ C˜
∫
QT
(
[hR(x)]
γ− 2ŷ
y−2 + [hR(x)]
γ− 2ẑ
z−2
)
ϕ(x)e−ηt dx dt, (24)
где y = ess inf
Ω
y(x) ≤ y(x) ≤ ess sup
Ω
y(x) = ŷ < +∞, y ∈ (2, p1),
z = ess inf
Ω
z(x) ≤ z(x) ≤ ess sup
Ω
z(x) = ẑ < +∞, z ∈ (2, q) и
константа C˜ не зависит от R, k, m.
Пусть R > R0 > 1. Тогда, учитывая то, что R − |x| ≤ hR(x) ≤
R + |x|, из (25) получаем оценку∫
Ω
R0
T
[
|uk,mt |
2+|∇uk,m|2+|vk,m|2
]
dx+
∫
Q
R0
T
[
|∇uk,mt |
2+|uk,mt |
2+|∇uk,m|2+
+ |uk,mt |
p1(x) + |uk,m|p0(x) + |∇vk,m|2 + |vk,m|2 + |vk,m|q(x)
]
dx dt ≤
≤ C˜1
(
R
R −R0
)γ (
Rn−
2ŷ
y−2 +Rn−
2ẑ
z−2
)
. (25)
Из (25) следует фундаментальность последовательности
{uk}k∈N в пространствах
L2(0, T ;H10(Ω
R0)) ∩ Lp0(x)(QR0T ), C([0, T ];H
1
0(Ω
R0)),
фундаментальность {ukt }k∈N в
L2(0, T ;H10(Ω
R0)) ∩ Lp1(x)(QR0T ), C([0, T ];L
2(ΩR0))
и фундаментальность последовательности {vk}k∈N в простран-
стве
L2(0, T ;H10(Ω
R0)) ∩ Lq(x)(QR0T ),
а также в C([0, T ];L2(ΩR0)). Тогда пара функций (u, v), которая
является пределом пары последовательностей ({uk}k∈N, {v
k}k∈N)
в соответствующих пространствах, будет решением задачи (1)-
(3).
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Пускай задача (1)-(3) имеет два обобщенных решения: (u1, v1)
и (u2, v2). Тогда для пары функций (u˜, v˜), где u˜ = u1 − u2, v˜ =
v1 − v2, выполняется оценка (25), правая часть которой может
быть сделанной как угодно малой. Учитывая это, а также и про-
извольность R0, получаем, что u
1 = u2 и v1 = v2 почти всюду в
QT . Теорема доказана.
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